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요 약

2성분 응고계에서 다공성 mush 층에서의 조성 대류는 생성되는 제품의 질에 영향을 준다. 본 연구에서는 일정한 속도로

응고되는 mush 층을 고려하였다. 선형 안정성 이론을 사용하여 mush 층에 대한 교란방정식을 유도하였고, 기본상태

온도장과 mush 층에서 기공률의 분포를 수치해법으로 조사하였다. 과열량이 클 때 mush 층의 두께는 열경계층의 두

께에 비해 상대적으로 작았다. 과열량이 감소함에 따라 mush 층의 두께를 기준으로 한 Rayleigh 수는 증가하였고, mush

층은 조성 대류에 대해 안정해졌다. mush 층의 윗면에 등온조건을 적용한 경우보다 온도 및 열속의 연속조건을 액체-

mush 계면에 적용한 경우에 임계 Rayleigh 수가 더 작게 얻어졌다.

Abstract − In binary solidification compositional convection in a porous mushy layer influences the quality of the

final products. We consider the mushy layer solidifying from below with a constant solidification velocity. The distur-

bance equations for the mushy layer are derived using linear stability theory. The basic-state temperature fields and the

distribution of the porosity in the mushy layer are investigated numerically. When the superheat is large, the thickness of

the mushy layer is relatively small compared to the thickness of the thermal boundary layer. With decreasing the super-

heat the critical Rayleigh number based on the thickness of the mushy layer increases and the mushy layer becomes sta-

ble to the compositional convection. The critical Rayleigh number obtained from the continuity conditions of temperature and

heat flux at the mush-liquid interface is smaller than that from the isothermal condition at the upper boundary of the

mushy layer.

Key words: Binary Solidification, Compositional Convection, Mushy Layer, Rayleigh Number, Linear Stability

1. 서 론

금속 주조(casting of metals) 공정이나 결정화 공정에서 유체의 유

동은 중요한 역할을 한다[1]. 2성분 용융액 또는 합금의 응고 과정에서

고체-액체의 두 가지 상으로 이루어진 mush 층이 형성된다. 방향성

응고(directional solidification)에서 생성되는 고체로부터 한 성분이

배제되거나 혼입될 때 조성적 과냉각(constitutional supercooling)에

의해 mush 층이 생성된다. mush 층에서는 농도차에 의한 밀도구배

가 나타나고 중력장 하에서 부력에 의해 대류가 발생한다. 이를 조성

대류(compositional convection)라고 하며 plume 형태로 발생한다[2-4].

mush 층에서 발생하는 대류는 중력방향으로 배열된 구멍(channel

or chimney)을 형성시키며, 응고된 고체에서는 국지적으로 다른 화

학적 조성을 갖는 반점(freckle)이 나타난다. 따라서 mush 층에서의

대류는 응고 공정에서 생성되는 고체제품에 불균일한 재질을 갖게

하여 질적으로 좋지 않은 영향을 주게 된다[5]. 결정성장 시에 결정의

표면 roughening과 관련된 인자로는 Jackson alpha factor가 있으며,

Jackson alpha factor가 2보다 작을 때 금속응고시에 수지상결정

(dendrite)이 자란다[6]. 수지상결정과 진한 용질이 있는 액체로 이루

어진 mush 층은 그 위의 액체층보다 더 밀도가 작고 가볍기 때문에

불안정한 상태에 있게 된다. 액체층에 있는 작은 농도 경계층에서 먼

저 대류가 발생하지만 mush 층에서 발생하는 대류와의 연관성은 거

의 없는 것으로 연구되었다[7,8]. 

본 논문에서는 일정한 속도로 mush 층이 성장하는 정상상태의 응
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고에 대해 이론적으로 조사하였다. 선형 안정성 이론으로 mush 층에

서 교란방정식을 유도하였고 수치해법을 사용하여 기본 온도(농도)분

포와 안정성 곡선을 구하였다. Amberg와 Homsy[5], Anderson과

Worster[9], Okhuysen과 Riahi[10]의 모델을 참고하여 mush 층의 위

경계면에 비투과(impermeable) 조건을 적용하였다. 본 연구에서는

기존 연구와 달리 액체층을 포함한 모델을 고려하여 mush-액체 계

면에 온도 및 열속의 연속조건을 적용하였고, 이 결과를 등온조건을

적용한 결과와 비교하였다. 열확산(thermal-diffusion) 길이척도 κ/V0

를 기준으로 정의된 Rayleigh 수 Rm를 구하여 mush 층의 두께 H를

기준으로 정의된 Rayleigh 수 Rh로 변환하였다. 과열량 θ
∞
가 mush

층의 대류발생 임계조건에 주는 영향을 조사하였다. 

2. 지배방정식

본 연구에서는 일정한 속도 V0
로 응고되고 있는 응고계를 고려하

였다. 정상상태 응고계의 지배방정식은 Worster[8], Amberg와

Homsy[5], Anderson과 Worster[9], Okhuysen과 Riahi[10] 등의 문헌

에 잘 설명되어 있다. 본 연구에서는 mush 층의 윗면을 경직된(rigid)

비투과(impermeable) 계면으로 가정한다. Fig. 1에서 2성분 합금이

윗방향으로 응고되고 있으며, 수지상결정과 액체로 이루어진 mush

층이 고체층 사이에 위치한다. 액체층에서 먼 지점의 온도는 T
∞
이며,

액체층의 농도는 C
∞
로 균일하다고 가정한다. 좌표는 고체-mush 계

면에 고정되어 V0
의 속도로 움직이고 있다. mush 층의 밑면은 무차

원 좌표 z=0이며, 윗면은 z=h이다. mush 층의 두께는 H로 일정하며,

h는 길이척도 κ/V0
로 무차원화된 mush 층의 두께이다. mush 층의

윗면에서 농도는 C
∞
이며, mush-고체 계면인 밑면에서 공융(eutectic)

농도 CE이다. 윗면의 온도는 TL(C∞
)이며, 밑면의 온도는 공융온도

TE를 갖는다. TL은 액상선(liquidus) 온도이며 다음과 같은 관계를

갖는다.

(1)

여기서 Γ는 액상선 기울기이며 상수로 가정된다. 

일정한 속도로 응고되고 있는 mush 층에서 무차원 지배 방정식은

다음과 같다. 

(2)

(3)

(4)

(5)

위의 식에서 um은 mush 층에서 속도벡터, τ는 시간, pm는 압력, ek는

z방향 단위벡터를 나타낸다. 하첨자 'm'은 mush 층에서의 변수 또는

무차원 수를 나타낸다. 길이는 척도 κ/V0
로 무차원화되었고, 시간은

κ/V0
2, 속도는 V0, 압력은 κμ/Π로 무차원화되었다. κ는 열확산도이

며, μ는 점도이다. Π는 mush 층의 투과도이며 상수로 가정한다. χ는

국지적인 기공률(porosity) 또는 액체분율을 나타낸다.

무차원 온도와 농도는 다음과 같이 정의된다. 

(6)

온도차는 ΔT=ΓΔC=TL(C∞
)−TE이며, 농도차는 ΔC=C

∞
−CE이다. mush

층에서는 θm=cm의 관계가 성립한다. 무차원 매개변수 St(=L/(CPΔT))

는 Stefan 수이며, γ=(Cs−C∞
)/ΔC는 농도비(concentration ratio)이다.

L는 용융잠열을 나타내고, Cp
는 비열, Cs는 고체에서 용질의 농도를

나타낸다. Rm은 mush 층에서 Rayleigh 수이며 다음과 같이 정의된다.

(7)

βm (=β−αΓ)은 유효팽창계수, ν는 점도, g는 중력가속도를 나타낸

다. α는 열팽창계수, β는 용질팽창계수이다. 

3. 기본상태

Worster[8]는 정상상태 응고계에서 액체층과 mush 층의 기본상태

온도 및 농도분포를 해석적으로 구하였고, Okhuysen과 Riahi[10,11],

그리고 Bhatta 등[12]은 액체층의 Lewis 수(=용질확산도/열확산도)

가 0인 극한에서, 즉, 액체층에서 용질확산을 무시하는 경우에 기본

상태의 해석적인 해를 다루었다. 본 연구에서는 Lewis 수가 0일 때,

Worster[8]와 Okhuysen과 Riahi[10,11]가 고려한 기본상태를 가정하

며, 그들의 연구에서와는 달리 수치해법으로 해를 구한다. 대류가 없

는 상태의 기본 온도분포는 액체층과 mush 층의 전도상태를 고려한

다. 기본상태에서 지배방정식은 다음과 같이 얻어진다.

(액체층)

for z>h (8)

(mush 층)

for 0<z<h (9a)

for 0<z<h (9b)

하첨자 '0'과 'm0'는 액체층과 mush 층에서 기본상태를 나타낸다. 액

체층에서는 용질확산이 열확산보다 매우 작은 상태를 가정하여 농

도식을 고려하지 않는다. 즉, 액체층의 농도는 균일한 것으로 가정

하여 C
∞
이다. mush 층에서 기공률은 식 (9)로부터 mush-액체 계면

(z=h)에서 χ0=0의 조건을 적용하여 χ0=γ/(γ−θm0)로 얻어진다. 

기본상태에서 적용하는 경계조건은 다음과 같다.

T TL C
∞

( ) Γ C
∞

C–( )–=

∂
∂τ
-----

∂
∂z
-----– um ∇⋅+⎝ ⎠

⎛ ⎞θm ∇2θm St
∂
∂τ
-----

∂
∂z
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞χ–=

χ ∂
∂τ
-----

∂
∂z
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞cm um ∇cm⋅+ γ cm–( ) ∂
∂τ
-----

∂
∂z
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞χ=

um ∇pm– Rmθmek+=

∇ um⋅ 0=

θm
T TL C

∞
( )–

TΔ
--------------------------  cm,

C C
∞

–

CΔ
---------------= =

Rm

gβmΔCΠ
V

0
ν

----------------------=

d
2θ

0

dz
2

----------
dθ

0

dz
--------+ 0=

d
2θm0

dz
2

-------------
dθm0

dz
-----------+ St

dχ
0

dz
--------–=

χ
0

dθm0

dz
----------- γ θm0

–( )
dχ

0

dz
--------=

Fig. 1. Schematic diagram of solidification system with constant solidifi-

cation velocity V0. The impermeable condition w=0 is assumed

at the mush-liquid interface z=h.



일정한 응고속도를 갖는 2성분 응고에서 조성 대류의 특성 및 안정성 201

Korean Chem. Eng. Res., Vol. 52, No. 2, April, 2014

for z→∞ (10)

, at z=h (11a,b)

at z=0 (12)

θ
∞
(=(T

∞
−TL(C∞

))/ΔT)는 과열량(superheat) 또는 액체-mush 계면에

서 먼 지점의 온도를 나타낸다. z=0에서 θm0=−1조건은 mush-고체

계면에서 농도가 CE 임을 나타낸다. 본 연구에서는 St, γ, θ
∞
을 주고

수치해법을 사용하여 h를 결정하고 mush 층과 액체층에서 기본상

태의 온도(농도)분포를 구한다.

4. 선형안정성 해석

교란상태에서 온도, 속도 등의 물리량을 기본량과 무한소의 교란

량의 합으로 나타내는 선형 안정성 이론을 적용한다. 액체층에서는

유동을 고려하지 않고 열전도상태를 가정한다. 염화암모늄 수용액의

응고실험[7]에서 액체층의 성분적 대류는 기본온도에 거의 영향을

주지 않는 것으로 조사되었다. 액체층에서 선형화된 교란식은 다음과

같다.

(13)

mush 층에서의 지배방정식으로부터 선형화된 교란식이 다음과 같

이 얻어진다.

(14)

(15)

(16)

wm1은 mush 층에서 수직속도교란을 나타내며, 하첨자 ‘1’은 교란을

나타낸다. x와 y는 수평좌표이다. 교란량들을 다음과 같이 정규형태

(normal mode)로 나타내어 위의 교란식들에 대입한다.

(17)

위의 식은 교란량을 수평파수 a=(ax
2 +ay

2)
1/2에대한 2차원 주기파로

나타낸 것이다. i는 허수를 나타내며, σ는 교란의 성장률을 나타낸

다. ax는 x-방향 수평파수, ay는 y-방향 수평파수이다.

액체층에서 교란 방정식(disturbance equation)은 다음과 같다.

(18)

D는 수직미분 d/dz을 나타낸다. 교란량의 진폭을 나타내는 '을 생략

하였으며, θ, w, χ는 교란량들을 나타낸다. mush 층에서의 교란방

정식은 다음과 같다.

(19)

(20)

(21)

위의 액체층과 mush 층에서 교란 방정식에 적용하는 경계조건은 다

음과 같다.

at (22a,b)

, , w = 0, at z=h (23a-d)

, at z=0 (24a,b)

식 (23a)와 (23b)는 온도 및 열속에 대한 연속조건을 고려한 것이

다. 식 (23c)는 경직된 비투과(rigid and impermeable) 조건을 적용한

것이다.

mush 층의 위에 있는 액체층을 포함하지 않는 모델에서는 mush-

액체 계면에 적용하는 식 (23a-d) 대신에 다음과 같은 조건을 적용한다.

, , at z=h (25a-c)

이 조건들은 Amberg와 Homsy[5], Anderson과 Worster[9], Okhuysen과

Riahi[10]의 모델에서 사용한 것과 같다. 식 (25a)은 mush 층의 윗

면에 등온(isothermal) 조건을 적용한 것이다. Okhuysen과 Riahi[10]은

식 (25a-c)의 조건과 mush 층에서 투과도 변화를 고려한 식을 사용

하여 St=1, γ=1에 대해 선형안정성 해석으로 θ
∞
의 변화에 대한 임계

Rayleigh 수를 구하였고, 비선형 해석을 수행하였다. Bhatta 등[12]은

식 (25a-c)의 조건으로 St=3.2, γ=9에 대해 선형안정성 해석으로 투

과도 변화가 있는 경우와 투과도가 일정한 경우에 대해 안정성곡선을

구하였다.

본 연구에서는 St=5, γ=20인 경우 mush 층의 기공률이 크므로, 투

과도가 일정한 mush 층을 가정하였다. 액체층에서 열전도를 고려한

교란방정식을 포함하여 식 (23a)와 (23b)의 온도 및 열속의 연속조건

을 적용한 결과와 mush 층의 교란방정식에 대해서 식 (25a)의 등온

조건을 적용한 결과를 구해서 비교하였다. 교란 방정식을 풀기 위해

수치해법으로 Runge-Kutta 4차의 방법을 사용했다. 경계치 문제를

초기치 문제로 바꾸어 'shooting’ 방법을 이용하였다. St, γ, θ
∞
, a를

주고 고유치의 크기를 고정하기 위해 z=h에서 Dw=1로 놓고 Rm, θ, Dθ

를 가정한다. z=0과 z→∞에서 경계조건을 만족시킬 때까지 Newton-

Raphson 방법으로 Rm, θ, Dθ를 다시 가정하여 계산한다[13-15].

5. 결과 및 토론

mush 층에서의 대류발생에 대해서 안정성 교환 원리(exchange of

stability)가 성립한다고 가정하고 고정 불안정성(stationary instability)

을 고려한다. 즉, 교란 방정식에서 σ=0으로 놓고 한계상태(marginal

state)의 고유치를 구한다. 매개변수의 값은 St=5, γ=20로 놓았다. 이

값들은 염화암모늄 수용액 응고계에 적합한 값들이다[8,13]. 

Fig. 2에 과열량 θ
∞
에 대한 mush 층의 두께 h를 나타내었다. θ

∞
는

기본온도 분포에 영향을 주는 인자이다. θ
∞
가 증가함에 따라 h가 감

소하는 것으로 얻어졌다. θ
∞
는 먼 지점에 있는 용융액의 온도로 볼

수 있으며, θ
∞
가 작을 때, 즉, 먼 지점에서의 온도와 공융온도 차이

가 작을 때 mush 층의 두께가 크게 발달함을 알 수 있다. θ
∞
가 큰 경

우에는 액체층에 열경계층이 크게 발달하며 mush 층의 두께는 열경

계층의 두께에 비해 상대적으로 작게 된다. 

Fig. 3에  θ
∞
=0.1과 1에 대해 mush 층과 액체층에서 온도분포를

나타내었다. θ
∞
=0.1인 경우에 mush 층의 두께는 h=2.087이며 온도
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(농도)분포는 mush 층 내에서 곡선 형태를 보여준다. θ
∞
=1인 경우에

는 mush 층의 두께는 h=0.650이며, 온도분포는 선형형태를 보여준

다. mush 층에서 기공률 χ를 Fig. 4에 나타내었다. θ
∞
=0.1인 경우에

기공률의 분포는 온도분포와 같이 곡선형태이며, 평균기공률은

0.985로서 mush 층의 대부분에서 액체분율이 크다. θ
∞
=1인 경우에는

더 직선에 가까운 기공률의 분포를 보이며. 평균기공률은 0.979로서

θ
∞
=0.1인 경우의 값보다 약간 감소하였다. mush 층 내에서 평균기공

률은 θ
∞
의 영향을 크게 받지 않음을 알 수 있다.

Fig. 5에 여러 개의 θ
∞
에 대해 한계 안정성 곡선(marginal stability

curve)을 나타내었다. 곡선의 위 영역은 계가 불안정한 상태이며, 아

래 영역은 안정한 상태를 나타낸다. mush 층에서 대류의 발생을 결

정하는 임계(critical) Rayleigh 수 Rm,c
는 주어진 파수 a에 대한 최소

의 값으로 구해진다. θ
∞
가 증가하면 Rm,c

가 증가한다. Fig. 5(a)는

mush 층의 윗면(z=h)에 식 (23a)와 (23b)의 온도 및 열속의 연속조건

을 적용한 결과를 나타내며, Fig. 5(b)는 식 (25a)의 등온조건을 적용

한 결과를 나타낸다. 액체층의 열전도상태를 고려한 온도 및 열속의

연속조건이 임계 Rayleigh 수를 더 작게 하여 조성대류가 더 불안정

해짐을 알 수 있다. 

Rayleigh 수 Rm은 열확산 길이척도 κ/V0를 기준으로 정의되었다.

θ
∞
가 증가하면 mush 층의 깊이는 열확산 길이척도 κ/V0

에 비해 더

작게 된다. 물리적으로 계의 안정성을 설명하기 위해서는 mush 층의

두께 H를 길이척도로 하여 정의된 Rayleigh 수 Rh가 필요하다. Rh는

Fig. 2. Dimensionless thickness of mushy layer h as a function of θ
∞
.

Fig. 3. Basic-state temperature profiles for (a) θ
∞
=0.1 and (b) θ

∞
=1.

Fig. 4. Porosity profiles in mushy layer for (a) θ
∞
=0.1 and (b) θ

∞
=1.
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Rmh(=gβmΔCΠH/κν)로 얻어지며 대류가 발생하는 mush 층을 다공

성 매질로 볼 때, 수평 다공성 유체층에서 정의되는 Rayleigh 수와

같은 인자가 된다. Table 1에는 mush 층의 윗면(z=h)에 등온조건 θ=0을

적용한 경우에 θ
∞
에 따른 h와 임계 Rayleigh 수 Rm,c

와 Rh,c
 (=Rm,ch),

임계파수 ac와 ah,c(=ach)를 나타내었다. θ
∞
=0.1인 경우보다 θ

∞
=1인

경우가 더 Rh,c
가 작으므로, θ

∞
가 증가하면 mush 층의 대류 발생에

있어 계가 불안정한 상태가 된다. 이러한 결과는 액체층과 mush 층

에서의 불안정성을 모두 고려한 Worster[8]의 연구와 같은 추세임을

알 수 있다. Amberg와 Homsy[5]는 h가 작고 γ가 큰 극한의 경우를

가정하여 mush 층에서 온도를 선형으로(온도구배를 상수)로 놓고 부

력에 의한 성분적 대류에 대한 비선형 해석을 수행하였다. Amberg와

Homsy[5]의 결과에서 선형 안정성에 대한 임계 Rayleigh 수는

Rh,c
=(2π+π(K1−2St)/2γ)

2로 얻어졌다. K1
은 투과도의 변화와 관련된

상수인데 투과도가 일정한 경우에 K1=0이 되고, 매개변수 값 St=5,

γ=20에 대한 Amberg와 Homsy[5]의 Rh,c
는 30.2가 된다. 본 연구 결

과는 Table 1에서 θ
∞
=1일 때 Rh,c=32.5이다. θ

∞
가 크면 본 연구의 임

계 Rayleigh 수 Rh,c
는 Amberg와 Homsy[5]의 결과와 가까워짐을 알

수 있다. 

Fig. 6에 과열량 θ
∞
가 Rm,c와 Rh,c

에 주는 영향을 나타내었다. θ
∞
가

증가하면 Rm,c
는 증가하나 Rh,c

는 감소한다. θ
∞
가 클 때 mush 층 내

의 농도분포가 선형에 가깝고, θ
∞
가 작을 때는 곡선의 형태가 되어

밀도가 변하는 유효 깊이가 작다. 따라서 θ
∞
가 작을 때 mush 층은

더 안정하다. Fig. 6에서 실선은 mush 층의 윗면(z=h)에 액체층의 열

전도를 고려한 온도 및 열속의 연속조건을 적용한 결과이며, 파선은

등온조건을 적용한 결과이다. θ
∞
=1일 때에 액체층의 열전도를 고려

Fig. 5. Marginal stability curves for various values of superheat (or far

field temperature of melt) θ
∞
. (a) continuity conditions of tem-

perature and heat flux (θ
m
=θ, Dθ

∞
=Dθ) at z=h, and (b) iso-

thermal condition (θ=0) at z=h.

Fig. 6. Influence of superheat θ
∞
 on critical Rayleigh number (a) R

m,c

and (b) R
h,c. Rm,c is based on the length scale κ/V0

, and R
h,c is

based on the thickness of the mushy layer H. The solid curve

represents the continuity conditions of temperature and heat

flux (θ
m
=θ, Dθ

∞
=Dθ) at z=h, and the dashed curve represents

the isothermal condition (θ=0) at z=h.

Table 1. Thickness of mushy layer h and critical values for various

values of θ
∞
 when θ=0 at z=h

θ
∞

0.1 0.5 1

h 2.087 1.004 0.650

a
c

1.63 3.18 4.87

R
m,c

18.8 33.4 50.1

a
h,c

3.40 3.19 3.17

R
h,c

39.3 33.5 32.5
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한 경우(실선)가 등온조건(파선)보다 임계 Rayleigh 수 Rh,c 
값을 약

13.7% 더 작게  주었다. Fig. 7에 과열량 θ
∞
가 ac와 ah,c에 주는 영향

을 나타내었다. θ
∞
가 증가하면 ac는 증가하지만 ah,c는 약간 감소하며

그 변화가 매우 작다. mush 층의 두께 H를 기준으로 한 ah,c의 θ
∞
에

대한 변화가 작다는 것은 mush 층에서 생기는 대류 셀의 크기가

mush 층의 두께에 따라 변한다는 것을 알려준다. θ
∞
=1일 때에 z=h

에 온도 및 열속의 연속조건을 적용한 경우(실선)가 등온조건(파선)

을 적용한 경우보다 임계 파수 ac값을 약 14.5% 더 작게 주었다.

6. 결 론

일정한 속도로 응고되는 mush 층에서 발생하는 대류에 대해 mush

층의 윗면에 비투과 조건을 적용하였고, 수치해법으로 기본상태와

대류 불안정성의 임계조건을 구했다. 과열량 θ
∞
가 증가하면 mush 층

의 두께는 감소하며, 농도 및 온도분포는 mush 층 내에서 선형에 가

까워진다. mush 층의 평균 기공률은 θ
∞
의 영향을 크게 받지 않는다.

mush 층의 윗면에 등온조건을 적용하는 경우보다 액체층의 열전도

를 고려한 온도 및 열속의 연속조건을 적용한 경우에 임계 Rayleigh

수와 임계파수가 더 작게 얻어졌다. 온도경계층의 유효깊이를 나타

내는 κ/V0
를 길이척도로 하여 정의된 임계 Rayleigh 수 Rm,c

과 mush

층의 두께 H를 기준으로 정의된 Rayleigh 수 Rh,c
를 구하였다. θ

∞
가

증가하면 Rm,c
는 증가하나 Rh,c

는 감소한다. H를 기준으로 정의된

Rh,c
가 mush 층에서의 대류 안정성을 설명하는 데에 적합하며, θ

∞
가

증가하면 mush 층의 대류 발생에 있어 계가 불안정한 상태가 된다.

H를 기준으로 정의된 임계파수 ah,c는 θ
∞
가 증가하면 약간 감소하며,

대류 셀의 크기는 mush 층의 두께에 따라 변한다. 
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Fig. 7. Influence of superheat θ
∞
 on critical wave number (a) a

c
 and

(b) a
h,c. ac is based on the length scale κ/V0

, and a
h,c is based

on the thickness of mushy layer H. The solid curve repre-

sents the continuity conditions of temperature and heat flux

(θ
m
=θ, Dθ

∞
=Dθ) at z=h, and the dashed curve represents the

isothermal condition (θ=0) at z=h.


